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ESQUEMA FLUX-SPLINE APLICADO A PROBLEMAS
DIFUSIVOS TRIDIMENSIONAIS EM REGIME PERMANENTE

Paulo César Oliveira

RESUMO

Este trabalho teve por finalidade apresentar um esquema de discretizacdo mais eficiente que o
tradicional esquema de diferengas centrais, denominado Flux-Spline, a fim de simular, numericamente,
problemas tridimensionais governados por difusdo. A eficiéncia do esquema proposto foi avaliada
por meio da resolucéo de problemas-teste com solucdo analitica conhecida. Verificou-se que tal esquema
possui caracteristicas adequadas de preciséo e, portanto, uma opcao recomendavel para a solugéo de
problemas difusivos tridimensionais.

Palavras-chavedifusao, volumes finitos, transferéncia de calor, métodos numéricos

FLUX-SPLINE SCHEME APPLIED TO STEADY STATE TRIDIMENSIONAL
DIFFUSIVE PROBLEMS

ABSTRACT

This objective of this research was to present a discretization scheme more efficient than the
traditional central difference scheme, called Flux-Spline, in order to simulate tridimensional problems
governed by diffusion. The efficiency of the proposed scheme was evaluated by means of the resolution
of two test problems with a known analytical solution. The results showed a discretization scheme
with adequate characteristics of accuracy that is, therefore, a recommendable option for the solution
of tridimensional diffusive problems.
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|NTRODU(;AO governam tais fenémenos, a presenca de geometrias néo

regulares e a auséncia de linearidade devido a variacdo das

Processos fisicos governados por difusdo pura aparedér,gpriedades do meio ou a existéncia de condi¢des de contorno

em fendmenos de interesse pratico, como escoamento em mifg§culares, impossibilitam a solucéo desses problemas com os

porosos, tais como solos agricolas e materiais biolégicos, métodos analiticos atualmente conhecidos, tornando obrigatoria

processamento de alimentos, na conducéo de calor em séli@d4filizacdo de métodos numericos.

em processos metallirgicos contendo mudangas de fase, noExemplos de aplicacdo do metodo de volumes finitos,

escoamentos potenciais ou completamente desenvolvidos &§ando-se o tradicional esquema de discretizagdo em problemas

dutos, na difusdo e transferéncia de massa. bidimensionais de secagem, sdo encontrados no trabalho de

Embora em alguns casos particulares se conheca uhtanca & Fortes (1991) que trata da simulagao bidimensional de
solucdo analitica para as equacGes diferenciais parciais gaeagem de milho em leito fixo, e em Oliveira et al. (1991) que
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abordaram a secagem de milho acoplada a convecg¢éo natural . AX:
em uma das faces do silo. 4—&—1 >4 I =
Com o objetivo de se reduzir o esfor¢o computacional, pode
ser empregado, nesses casos, um esquema de discretizacdo
denominado Flux-Spline que, como mostram os trabalhos de ‘Ji
Varejdo (1979), Nieckele (1985), Varejéo efE91a), Varejao et ‘Ji _1_" °q _1_-> °q
al. (1991b), e Oliveira (1997) tem desempenho superior aos
esquemas tradicionais utilizados por Patankar (1980) para
problemas difusivos e convectivos bidimensionais em regime
permanente. Este trabalho pretende mostrar que tal superioridade I—P X1 —» X
se mantém para casos difusivos tridimensionais, podendo-se
obter resultados adequados em termos de erro, com maliggira 1. Discretizacdo para volumes finitos
relativamente grosseiras.

I+1

condicaof (x = Dx/2) = fi no volume de controle i, obtém-se:

cg -G M 1 D% x _1h &
_ _ o=@ B 2 ®)
Desenvolvimento do Esquema Flux-Spline i Ha? B

Nesta se¢do, o esquema sera detalhado para o cas®ote-se qudJi1 - J) aparece no termo quadratico da
unidimensional em regime permanente, a partir do qual s@4. (5) num caso unidimensional, de acordo com a Eq. (4)
gerada a formulagéo multidimensional. A discretizacdo € baseadpresentando a influéncia do termo fonte em cada volume

MATERIAL E METODOS

sobre uma formulagdo de volumes de controle. de controle. Para um caso multidimensional se incluiria,
também, a influéncia das outras dire¢des pois, usando-se
Difusdo Unidimensional em Regime Permanente Eg. (1) mostra-se que:
A equacdo de governo para problemas difusivos 2 N
tridimensionais em regime permanente é: PX_gp- %@—Z% ()]
X &y oz
x| 0y , 032 =g? @ Assim, embora o perfil interpolante tenha sido derivado a
x oy partir da hip6tese de unidimensionalidade, casos
em que] é o fluxo difusivo nas dire¢des X, y e 8feo termo  multidimensionais podem ser tratados de forma adequada e
fonte. eficiente, devido a esta caracteristica particular do esquema Flux-
Para um caso unidimensional: Spline.
a Dois volumes de controle adjacentes, como mostrado na
x =s? (2)  Figura 1 possuem o mesmo valof g interface comum. Assim,

comf(x = 0) = f(x1 = Dx1) por meio da Eq. (5) obtém-se a
O termo fonteS' ¢ linearizado ao longo do dominio da variavebquacéo para os fluxos na direcdo coordenada:
dependentg, naforme8 =S+ S, . f (Patankar, 1980) sen@o

a parte constante do termo fontesefuncdo da variavel Jy=Jhat +DJ; g1 -q) )
dependenté. O fluxo difusivod, na dire¢éo x, é dado por:
em que:
3=k f? ® |
oX 20
- . DY = A ®
em que K representa o coeficiente de difuséo, podendo ser ou (T+?)
ndo fungdo da variavel dependehte R
Integrando a equacao de governo (2) sob as hip6teses de Jhat = BJ;, [{J; — Jj+1) +CJ; [(Ji —Ji_l) )
gue o termo fonte é distribuido uniformemente em cada volume
de controle de comprimenix e que os fluxos s&o distribuidos BJ; = DJ; DAA E% e CJ =Dy DAX'—‘l E& (10)
uniformemente nas interfaces dos volumes de controle, como Ki 8 Ki-1 8
mostrado na Figura 1 obtém-se, pelo método dos volumes finitos,Note-se que, como os fluxos sdo armazenados nas interfaces
a expressao (4): e assumidos com variacéo linear dentro dos volumes de controle,
é assegurada a continuidade da deriviid4x ao longo de
Jis1—Ji = (Sg +Sp [ ) (A (4) todo o dominio. A Eg. (7) quando substituida na equagdo de

governo integrada (4) fornece a equacgdo de discretizacdo da
A variavel dependenté; a ser calculada quando davariavel dependente, representada por:
simulacado, é posicionada no centro do volume de controle
correspondente, eri= Dxi/2. O esquema Flux-Spline assume AR [ = AIM; [Qq—q + AIR 41 (41 + SG [AX + Ssp (11)
gue o fluxo em cada volume de controle varia linearmente,
enguanto no esquema tradicional o fluxo é assumido, ou seja, emque,
Ji = A . %+ BisenddA = (Ji1 - J)/Dx e Bi = Ji. Substituindo-
se esses valores na Eq. (3) e, apds integracdo, impondo-se a AM=DJ.,;, e AIR=DJ 12
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AR = AIM; + AIR - Sp [ (13) AKR j i« = DIZ | 41 (D (DY (25)

Ssp = (Jhag - Jhat ) (19 As expressbes para os fluxds JY, JZ, os pseudo-fluxos
JhatX JhatYe JhatZe os demais coeficientd3])X, BJX CJIX
O método de solucdo empregado consiste em arbitrBxJY, BJY, CJY,DJZ BJZeCJZ s&o analogas aquelas deduzidas
inicialmente, uma distribuicdo para a varidvel dependentepara o caso unidimensional. O método de solugdo para casos
calcular os fluxos que sdo entdo usados para obter-se o tetridimensionais € similar ao utilizado no caso unidimensional,
fonte adicional Ssp, caracteristico do esquema Flux-Splineséndo que na resolucdo do sistema de equacgbes algébricas &
sistema de equacbes algébricas para a varidvel dependente fasado o método Line-by-Line, descrito por Patankar (1980) em
uma matriz tridiagonal, que é entdo resolvida usando-seada plano coordenado nas direcdes X, y e z.
algoritmo TDMA (Tridiagonal-Matrix Algorithm) como mostrado
em Patankar (1980). Com esses valores retorna-se ao calculo RESULTADOS E DISCUSSAO
dos fluxos até a obtencdo da convergéncia da variavel

dependente e um residuo aceitavel para a equacéo de govefpcacso do esquema a problemas-teste
O erro percentual cometido na simulacédo é definido para cadaa distribuicdo da variavel dependente num dominio

ponto do dominio, na forma: adimensional entre zero e um para todos os eixos coordenados,
Bhum com o coeficiente de difusdo K assumido como constante,
Erro ﬂOOE&b%—E (15)  obedece as seguintes distribuicdes adimensionais:
Pexato .
Caso 1:
em quefwm € 0 valor da varidvel dependente obtida pelo F1(X,Y,Z) = exp(X) exp(Y) exp(z) (26)

procedimento humeéricofexa0 valor obtido pelo procedimento
analitico. Sera usado, para a constru¢do do grafico de erro, oSubstituindo-se essa distribuicdo na equacdo de governo
valor do méaximo erro cometido no dominio de célculo com]) obtém-se a distribuicdo dos termos-fonte que, para este caso,
funcdo de uma malha regular com n volumes de controle érfornecida pela expresséo:
cada direcdo coordenada, de forma a comparar a ordem de

i iscretizaca stl=-3mF1 27)
precisdo dos esquemas de discretizagéo. =

e ox - ; Caso 2:
Difusdo Multidimensional
- . O X T Y
Integrando-se, de acordo com o método de volumes finitos, F 2(x,Y,z2)= SmET EE@:osET E‘EXD(Z) (28)
a Eq. (1) e aplicando, entéo, a expressdo desenvolvida para o

fluxo na direcéo x, as outras diregoes coordenadas, obtém-se &g, <~ forma. obtém-se a distribuic&o dos termos-fonte
equacdes de discretizacdo para os fluxos em x,ye z e paa%@ neste caso. &: ’

variavel dependente. As equacdes sdo: , Hﬂj
sF2= 2 —1%}2 (29)

A curva representando o erro percentual maximo, funcéo de
uma malha com N volumes de controle, em cada direcéo, para os
dois casos, esta plotada na Figura 2.

Como mostrado graficamente para os casos tratados, o
esquema Flux-Spline necessita para determinado nivel de erro,
de malhas menos refinadas que o tradicional esquema de
diferencas centrais. A razao disto, € o perfil interpolante
caracteristico do esquema descrito pela Eq. (5) cujo termo
guadratico, que contém a variacdo do fluxo ao longo do volume

AR k@ jk = Anb i Lanb | +SG | [ (Y] Az +Sspj (16)
em que,

API,j,k = AIMi,j,k + Ala,j,k +AJMi,j,k +AJ|?1j'k +AkMi,j,k +Ak|?,j,k -
SR,j k B Dy Dz 7

> Anb i gni i =AM Tl it AR i [+ AIM i T, -k +
AJR k1, j+1k + AKM; jk [ j k-1 + AKR j k [, j k1 (18)

Sspj k = (Ihatx j k - IhatX.q j i By Bz + de controle promove, a0 mesmo tempo, o tratamento do termo
Jhaty j i — Jhaty j+pk (A [DZ + fonte e da influéncia das outras dimensdes. Esta caracteristica
( Jhatz - JhatZ’j’k+l)m)(i Dy, (19) fornece ao esquema maior preciséo, possibilitando menor esfo,rc;_o

computacional ao se simular problemas onde seja necessario
AIM; j k = DIX; j x [Dyj Dz (20) abordar o comportamento transiente dos fenébmenos. Para

problemas envolvendo escoamentos como 0s que ocorrem no
AIR j k = DIXj41j k Dy Dz (21) transporte de calor e massa durante a secagem e/ou

armazenamento de gréos, as equacdes de governo possuem,
AIM; j k = DY j « (DX [Dz (22) além do termo difusivo, termos de transporte convectivo, devido

ao campo de velocidades. Assim, o perfil interpolante a ser
AJR j k = DJIY juqk LD [AZ (23) gerado pelo esquema é mais complexo que o parabdlico aqui

derivado para difusdo pura, sendo composto por uma reta mais
AKM; j k = DJIZ j i [ [Dy; (24)  um termo exponencial.
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—H— FuDitCentral 3. A utilizacdo do esquema Flux-Spline em problemas
difusivos tridimensionais transientes, pode ser recomendada
com a finalidade de se diminuir o esforgco computacional.

10.00

—sf—  F1-Flux-Spline
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